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УДК 517.5
Х А Р А К Т Е Р И С Т И К А  ТО Ч Е К  Н Е П РЕ РЫ В Н О С Т И  
М Е Т РИ Ч Е С К О Й  П РО Е К Ц И И  В П Р О С Т РА Н С Т В Е  C(Q)
В этой работе приводятся подробные доказательства некоторых резуль­
татов, опубликованных в [3,4].
1. Основные понятия и определения
Пусть М , N  -  непустые множества в линейном нормированном простран­
стве I ,  a: G I ,  у £ X , L  -  замкнутое подпространство в X .  Мы используем 
обозначения:
sp М  -  линейная оболочка М ; 
х у  =  ||ж — у ||; с£(ж, М )  =  х М  =  m i{ x y  : у £ М}; 
р(М , N )  =  inf{xy : ж Е М, у  Е A}; rf(M, TV) =  supjxTV : ж Е М};
Р (М , TV) =  max {rf(M, TV), d(TV, M )} ; Р м ж = {у £ M  : x y  = xM };
V  = { x £ X :  ||ж|| < 1}; S  = {x  £ X  : ||z|| =  1};
L L =  { /  G X* : f ( x )  = 0 V x e  L}; S Lx = { /  € L L : ||/|| =  1};
S x / l = { G ^ X / L :  ЦСЦ =  1}; \\G\\ = d(9,G)-
Допуская вольность, мы одной буквой G обозначаем элемент фактор-прост­
ранства Х / L  и соответствующий ему параллельный сдвиг подпространства 
L b X .
Многозначное отображение Рм : х  -А Рм х  называется метрической про­
екцией X  на М .  Множество М  называется множеством существования (Р- 
компактным , чебытевским) , если Мх £ X  Рм х  Д 0  (Рм ^ Д 0  и компактно, 
Рм х  одноточечно). Пусть М  -  множество существования в X , х  £ X .  М етри­
ческая проекция Рм называется полунепрерывной сверху (полунепрерывной 
снизу)  в точке ж, если из условий Рм х  С W , W  открыто в X , х п -А х  
следует, что Рм х п С W  для всех п, начиная с некоторого номера (из условий 
у £ Рм х, х п -А х  следует d (y , Рм х п) -А 0). М етрическая проекция Рм называ­
ется Н-полунепрерывной сверху (Н-полунепрерывной снизу , Н-непрерывной, 
р-непрерывной) в точке ж, если из условия х п ^  х  следует d(PMx n , Рм х) -А 0 
(соответственно, d(PMx ,P Mx n) -А 0, D (P Mx ,P Mx n) -А 0, р(Рм х ,Р м х п) -А 0).
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М етрическая проекция Рм называется непрерывной в точке ж, если она по­
лунепрерывна сверху и полунепрерывна снизу в этой точке.
Д ля М  будем рассматривать множества Япн.св.ч Япн.сно А/", Ян-пн.сво 
Л/н-пн.сн.ч А/*#, А/},, всех точек ж Е X , в которых Рм соответственно полу­
непрерывна сверху, полунепрерывна снизу, непрерывна, ^-полунепреры вна 
сверху, Д’-полунепрерывна снизу, Д’-непрерывна, р-непрерывна. Будем рас­
сматривать также множество К  =  {х  Е X  : Рм х  компактно}. Известны (см., 
например, [1] ) следующие соотношения:
М  С Я пн .св. с  Я н  -пн.св.1 М  С Я н  -пн.сн. 61 Япн .СН.ч 
А/"ПН.СН. 1 К -  пн.сн. с  А/р, А/#_ пн.св. п  /С с  А/"гш .Сбо 
А/"ПН.СН. п  /С с М я -  ПН.СН. ч Я н Р |  /С с  АЛ
Если М  -  подпространство в X , то Ян-пн.св. =  ,Япн.св.ч Я н П ^  =  А/*. 
Д ля чебышевского М  все рассматриваемые множества точек непрерывности 
Р м совпадают.
2. Характеристика точек непрерывности метрической проекции  
в пространстве С (О)
Пусть (3 -  бикомпактное хаусдорфово пространство. С {О) -  банахо­
во пространство всех вещественных непрерывных на (3 функций с нормой 
||ж|| =  8ир{|ж(д)| : у Е }; С(С£)* -  пространство мер Радона р :
( х ,р ) : =  / х д р  Ух£С(Сд);
\\р\\ =  ф|((Э) =  ьаг(р ,(3); Ди -  носитель меры р  Е С(<3)*; 5+  =  5^+,
^  > где Л  -  м" =  а*! Л  +  м" =  И -
Мы будем изучать перечисленные выше множества точек непрерывности 
метрической проекции Рм в случае, когда X  =  С((3), М  =  Т -  подпро­
странство в С((3) и 1 < сосИтЬ < оо. Всюду в дальнейшем (если нет осо­
бых разъяснений) подпространство Ь -  множество существования в С((3 ), 
1 < сосИтЬ < оо. Такие подпространства существуют в любом С(С^ )) и их 
критерий дает следующая теорема А [2].
Теорема А (А. Л. Гаркави). Д л я  того чтобы подпространство Ь  С 0(6^), 
1 < сосИтЬ < оо; было множеством существования, необходимо и доста­
точно; чтобы выполнялись следующие условия:
а) 5+ П =  0  \/ц Е 1А;
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б) множество  5 Д \5 Д  замкнуто  V//, у"  £ Ь 1-;
в) мера у"  абсолютно непрерывна относительно у! на множестве  йД 
Уд', ц" £ Ь ± .
Пусть { у 1, . . . ,  у п } -  базис в Ь 1- и С£ь =  и ^=1 • Множество С^ ь называет­
ся приведенным бикомпактом  подпространства Ь  [3] и, очевидно, не зависит 
от выбора базиса в Заметим также, что для любого у  £ Ь 1- С С^ ь 
и, в силу свойств «а», «б» теоремы А, множества 5+ , 5 “ , являю т­
ся открыто-замкнутыми относительно С^ ь . С каждой мерой у  £ Ь 1- будем 
связывать функцию £ С((^)ь) :
1, 9 ^ 5 +
- 1, ч 
О, д £
Число г[/л\ = сИтЬу,  где =  {и £ Е  : С 5 Д , называется рангом
меры у  [4]. Следующую лемму можно считать известной (см. [5, лемма 1]).
Л е м м а  1. Пусть х  £ 0(6^), ||ж|| < 1, у  £ С{С})*, Е  С 5^ -  открытое
относительно множество. Тогда для того чтобы было справедливо ра­
венство
х(1р = \р\(Е),
! .' Е
необходимо и достаточно; чтобы
Е  П 5 + С 1 _1(1), Е  П С х ~ 1(—1).
Пусть Ч + , А~, В + , В ~ , С, Ч+, А~  (п =  1 ,2 , . . . )  -  некоторые подмноже­
ства С, /л £ (7 (0 * . В дальнейшем будут полезны сокращения:
(А ± = В ± ) «ф- (А + = В +, А~ = В ~ )  ,
(А ± С В ± ) (Ч+ с  В +, А~  с  В  ) ,
( Т \ С с  В * )  « ( Т \ С с В + , Т \ С с  В “ ) ,
(//(Ч ^ П —)■ 0) (//(Ч ^ П Ч ) —у 0, р{^Ап П Ч + ) — 0) .
Возможны и другие сокращения такого типа. Например, А ^  = В ^ ,  Ч ^  С В 1*1 \  (7, 
ц((Ап  \  О  П Ч Ц  —>• 0 и т. д.
Обозначим
=  П А “ ^ 1) П С г : ж е  РаО}, р а =  П ^ Н " 1) П Сь : ^  З Д ,
^  =  где С € 5,С(д)/ь-
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Множество Рс непусто, так как для любой ненулевой меры р  Е /А , раз­
деляющей 67 и V  (по теореме Эйдельгайта такие меры всегда существуют), 
очевидно, С Д А  Справедливо и обратное: если для некоторой ненулевой 
меры р  Е ТА Б ^  С то р  разделяет 67 и V. Множества Рс и Р^  были вве­
дены в [3] и в дальнейшем будут играть важную роль. Их основные свойства 
приведены в леммах 2 и 5.
Д ля 67 Е Б с ^ / ь  определим функцию а а Е С (Р с ) и подпространство 
Ь а С С (О) (1 <  сосИтЬа <  сосИтЬ  <  оо) с аннулятором Ь ^ :
Ч - i ;
Из теоремы А следует, что Ь с -  множество существования в Через
р[С\ будем обозначать значение меры р  Е ТА на элементе 67 Е С { 0 ) / Ь  (мы 
отождествляем ТА с ( С { 0 ) / Ь)*).
Л е м м а  2. Пусть  67 Е Бс ^) /ь ,  Р  -  открыто-замкнутое относительно  6Д  
подмножество Рс и ТТДТ1 ф 0 .  Тогда существует такая мера р  Е ТА, что 
Б ^ \ Р  ф 0  и Б ^ \ Р  С Д А  Если Ф 0 ;  то существует такая функция
х 0 € что |ж0(<?)| < 1 V# Е С ь Щ -
Справедливы также следующие соотношения:
Fg =  Q lg , /i[G] =  /  a Gdp V/i E T
J fg
p[G] -  [  a G dp < \ p \ (Ql \ F g ) V/i E l A \ £ G.
J f g
_L
G 5
( 1)
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть =  {/i E ZA : С F }, A ^  -  подпространство
в ZA и L ^ 0 J V |  =  Z A  Так как Q L\ F  ф 0 , то > 1 и АДТ1 ф 0
V/i E A ^ \{ # } . Легко видеть, что для всех х  E PG0 и р  E iA  имеем
/i[67] — / a Gd p =  / x d p  — a Gd p =  / x d p  < \ p  \ (QL\F ) .  (2)
J F J ql JF JQl \F
Рассмотрим в пространстве C(Q)  непрерывных на бикомпакте Q =  Q l \ E  
функций аффинное многообразие
Z  = {х  E C (Q ) : [ x d p  =  /i[67] — [  a G dp V/i E A ^} .
J q J f
Аннулятор A ^  подпространства, параллельного 0 , совпадает с множеством 
всех сужений на Q мер р  Е А^~, а так как множество F  открыто-замкнуто
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относительно то \  й'д =  ЗД -Р , \\/л\\ = | ц \ {Я ь \Р )  У/л е  ЛЦ,
где /I -  сужение на (3 меры ц Е Л/Д. Предположим, что
/л[0\ -  ^ а в ё/л<  И  ( С Щ )  V// € Л Ц \{0}. (3)
Тогда 0  Р|{2? Е С(С}) : ||2?|| < 1} Д 0 ,  так как в противном случае, в силу (2) 
и теоремы Эйдельгайта об отделимости, нашлась бы такая мера ц Е Л Д \{0}, 
что /л[С\ — §Е а с (111 =  \/1 \((^ь \Р ) .  Пусть 2?о Е 0  и ||2?о|| < 1. С помощью 
теоремы Урысона о продолжении построим такую функцию хо Е С(С^), что 
ж0(д) =  ауфд) V? Е Р, ж0(д) =  ж0(д) V? Е <ЭДР и ||ж0|| < 1. У читывая (2) и 
Жо ^ 2 , получим
/ жо =  / а а (11л = ц[(Д] \/ц Е Р ^  и
Уд
/ / <ТсДц +  / жо^ц =  ц[^] \/ц Е А/Д,
т.е.хо  Е У П О =  Р^Д
Далее, так как |жо(д)| =  1^0(#)| < 1  V*/ Е <Эь\Р, то Р с С Р , что про­
тиворечит условию Р<с\Р Д 0 . Таким образом, (3) не выполняется, следова­
тельно, существует такая мера ц Е Л Д \{0}, что ц[(У] — Д  а с Д  =  |ц |((З ь \Р ). 
Используя (2), получаем
[  жф = Н(5ДР) Ч х е Р ае,
что, в силу леммы 1 и определения множеств РД , равносильно включениям 
й Д \Р  С РД. Первая часть леммы 2 доказана.
Докажем равенство Рс =  С2ьс - Очевидно, что С^ ь<3 С Р<с и (Зь^ открыто­
замкнуто относительно Предположим, что Ра \ Я ь с 7^  Тогда по уже 
доказанной части леммы 2 найдется мера ц Е Р Д  для которой, с одной сто­
роны, С РД, следовательно, ц Е РД и вц  С а с другой стороны,
8ц\Сдь0 0- Полученное противоречие показывает, что Р0 =  С^ь0 и , сле­
довательно, Рс открыто-замкнуто относительно С^ ь . Полагая в (2) Р  =  Р с , 
немедленно получаем ц[бт] =  а с с1/1 \/ц Е РД, и, если неравенство в (1)
нарушается для некоторой меры ц Е Р ^ \Р Д , то для всех х  Е Рс в имеем 
/5  =  что, в силу леммы 1 и определения множеств РД,
равносильно включениям 5 ^ \ Р С С РД. Но это невозможно, так как ц ^ РД, 
т. е. \  Р с- Д 0 . Таким образом, все соотношения (1) доказаны.
Пусть (ЗДРсг Д 0 . Тогда из (1) следует справедливость неравенства (3) 
для Р  =  Рсг, и, рассуж дая так же, как при доказательстве первой части 
леммы 2, построим функцию хо Е Рс д с |жоД)| < 1 ^  Е <Эь\Рс-
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Замечание. Л. П. Власов рассматривал в [5] для С Е Б с ^ / ь  множества 
Р ^ ,  Рр. Они вводились довольно сложно и способом, отличным от того, ко­
торым пользовались мы при определении множеств Р^  , Рс . Однако из до­
казательства первой части леммы 2 легко вытекает, что Р ^  =  Р^ , Рр =  Рс . 
Мы будем пользоваться некоторыми свойствами множеств Р ^ ,Р р, установ­
ленными в [5].
Л емма 3. Пусть М  -  ограниченное выпуклое множество, Р -  зам кну­
тое подпространство в линейном нормированном пространстве X .  Если  
{Сп} С Х / Ь ,  Со ^ Х /Ь , С п —)► Со и Со -  внутренняя точка ка­
нонического образа М  множества М  в фактор-пространстве Х / Ь ,  то 
Д ( С , П М , С 0 П М )  -д 0 .
Доказательство. Не наруш ая общности, можно считать, что выполняются 
соотношения {С Е Х / Ь  : ||С —Со|| < е} С М , 0 < ||С П —Со|| < £ (п = 1 ,2 , . . . ) .  
Положим для п  =  1 , 2 , . . .
С^ =  С 0 +  | |^  _ С о||(Сп “  Со), =  С 0 -  | |^  _ С о||(С я -  Со).
С помощью неравенства, установленного Н. В. Невесенко в [6 , предложение 1], 
нетрудно получить для любого п  следующие оценки:
й(Со П М , С П П М ) <  б“ 1 ||С П -  С о И С о  П М , С + П  М ),
Д С П П М, Со П М ) < 11|Сп -  С 0 |И (СП П М, С “ П М ).
Из них ввиду ограниченности множества М  следует Р ( С П П М, Со П М ) —>► 0.
Теорема 1. Д лл любого подпространства Ь  (1 < сосИтЬ < + оо ); являю ­
щегося множеством существования в С((2), справедливы равенства
N 'н-пн.сн. =  N n H .cn .  =  «Л/р, *А/Н-ПН.Св. =  *Л/#5 NriH .ee . =  *А/".
Доказательство. Достаточно проверить включение N p \ L  С N H -n n .cn .-  Вви­
ду [7, предложение 1] можно считать, что (5 =  Пусть
ж Е Л /Д Д  С =  ^  Е 5 с(д)/ь, {Сп} с  5 с(д)/ь, С п —»► с .
Из критерия р-непрерывности метрической проекции [7, теорема 1] следует 
существование таких последовательностей Е Д д Д  (п — С 2 , .. •), {Рп} С 
С Р с 0, что \\хп -  у/г || ->► 0. Так как уп | ^  =  (п =  1 ,2 , . . . ) ,  имеем
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Если Рс =  (Зь, то Рав =  а с и из соотношения (4), в силу [7, теорема 1], 
следует х  Е Ян-пн.сн.• Пусть <3 =  <3ь \ Р а X  =  С(<2),
М  = {х е X  : \\х\\ < 1}, К  =  {х  Е X  : [ х д и  =  О \/^ Е },
^Я
Z  = {х  е  X  : [ х д и  = тэ[С\ — [  а с ди \/и Е АГ^},
Z n = {х  е  X  : хсдэ =  ~  х п ду Уи Е АГ^  } (п =  1 ,2 , . . . ) ,
Уд Уть
где -  подпространство в К  с 0  =  К .  Считаем, что -  аннуля-
тор подпространства А^ С X  и ||ф|х* =  М (Ф) ^  Е А ^ . С помощью нера­
венств (1) и теоремы Эйдельгайта об отделимости получаем, что Z  -  внут­
ренняя точка канонического образа М  множества М  в фактор-пространстве 
Х /А ^ , а из (4), (7П Д  С и со д гт Х с < +оо -  что Z n Z  в Х /А ^ . Теперь 
лемма 3 дает
£>х (^п П М , г п М ) д О .  (5)
Рассмотрим произвольную последовательность {ип} С К # .  Очевидно, 
ип = ип | (2 Е ^ П М  (п =  1 ,2 , . . . )  и в  силу (5) найдется такая последова­
тельность ьп Е Z n f >\ M  (п =  1 ,2 , . . . ) ,  что ||йп — 7}, II с(д)  ^ Положим
/ \ Г ®п(д),
М<?) =  1 ~ / ч _ Я ’ та =  1, 2 , . . .
I Щ<?), Я € С
Ясно, что {ип} С У, ||ип — г>п || -> 0 и ^ у п ё 1У =  |/[С„] VI/ 6 1Д  и 1\Д ,
п =  1 ,2 , . . .  Таким образом, юп Е V  П бтп =  Роп@ (п  =  1 , 2 , . . . )  и в  силу [7, 
теорема 1] включение ж Е М Н-пн.сн. доказано.
Теорема 1 показывает, что достаточно изучать лишь множества Л/", Л/"#, Л/},.
Л е м м а  4. Пусть х  Е С ( (2 Ж ; ^  — ||ж+т|| ^ ^ с т /ь -  Тогда включение  
х  Е Лф (соответственно х  Е Л/},) эквивалентно следующему утвержде­
нию  (I) (соответственно утверждению  (II)):
(I) У { С П } У { Ж п } ( { К }  с  5 'с ( 0 ) / т ,  Жга €  Р С п 0  (тг =  1 , 2 , . . . ) ,  =>
(||жп — «сИс^с) о ) ;
(II) ({<?„} С 5 с(д)/*, О п ^ О ) ^
(:3{хп} : хп е РОп0 (п =  1,2, . . . ) ,  \\хп -  о ) .
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Эквивалентность включения х  G Мр утверждению (II) 
фактически была установлена при доказательстве теоремы 1. Импликация 
(.х  G ЛГн) (I) непосредственно следует из критерия iZ-непрерывности мет­
рической проекции [7, теорема 1] и определения множества FG. Пусть выпол- 
нено утверждение (I), {G„} С SCW)/I, х п £ Рвпв (п =  1, 2 , . . . ) ,  Gn G.
Тогда выполняется (4), и, ввиду [7, предложение 1], можно считать Q =  Q L.
Теперь, в силу теоремы 1 и критерия iZ-полунепрерывности сверху метри­
ческой проекции [7, теорема 1], достаточно, считая Q L\ F G ф 0 , постро­
ить такую последовательность {x fn} С Ров, что \\хп — x fn \\C(QL\FG^ —>► 0. Так 
же как при доказательстве теоремы 1, из (4) следует (5). Далее, очевидно,
х п =  х п Q £ Z n П М  (п =  1, 2 , . . . ) ,  поэтому из (5) вытекает существование 
такой последовательности {х'п} С Z  П М , что \\xn — x'n \\C(Q) 0- Положим
для п  =  1 , 2 , . . .  x'n (q) = a G(q) Vg G Д  и x'n (q) = x'n (q) Mq G Q. Ясно, 
что {x'n} С V, \\xn — x'n \\C(Ql\Fg) 0. Кроме того, с помощью (1) нетрудно 
убедиться, что Jg  x'n du =  u[G\ Ми G UTV^, n  =  1, 2 , . . . ,  и, следовательно, 
{x'n} С V  H G  = PG6. Лемма 4 доказана.
Л е м м а  5. Пусть {Gn} С S C{Q)/L, G G S C{Q)/L, G, {/an} С lA ,
fi G ZA, fjbn —>► fi. Тогда справедливы следующие утверждения:
1) С Д  Vn > TV;
2) И Ц Д П ^ Щ О ,  H ( S ± n S * ) - > 0 , Vï /eL-L;
3) ^ C l i m ^ .
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть G ТфА =  1 ,2 , . . . ) .  Так как Оп —)► О, су­
ществует такая последовательность {х'п} С (7, что \\хп — х'п \\ —>► 0 и, сле­
довательно, \\х'п \\ —>► 1. Применяя к последовательности {аД} доказанную 
Л. П. Власовым в [5] теорему 3«а», получим, что х'п а с в Т Д Т ф  А  Ми G Т Д  
а значит, и
х п ^ а с в Т Д Т ф А  G Т А  (6)
Докажем утверждение 1. Достаточно рассмотреть случай, когда А 0-
Далее, нетрудно заметить, что в доказательстве теоремы 1 предельное равен­
ство (5) можно получить, используя вместо (4) более слабое (6). Таким обра­
зом, можно считать (5) выполненным и в нашем случае. Положим ип =  хо 
(п =  1, 2 , . . . ) ,  где хо G Ро0 и \\хо\\с ^ ь \ра ) < 1 (см. лемму 2). Так же как при 
доказательстве теоремы 1, построим такую последовательность ьп G 
(п =  1 ,2 , . . . ) ,  что \\ип — хо\\С(<эь \Го) 0- Найдем такое натуральное число 
ТУ, что
\\Хп ~  Х0\\ciQL\Fo) < 1 — |Ао\\ciQL\Fo) Уп > N.
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Тогда, очевидно, \\ип \\С(С2ь \г0) < 1 ПРИ всех п  > N  и, следовательно, РСп С Рс 
для любого и > N .
Перейдем к утверждению 2. Первое предельное равенство в нем непо­
средственно следует из (6). Покажем, что \и\ (Б^п П Б ^)  —)► 0 Уи Е Тг1. 
Предположим противное. Тогда, не наруш ая общности, можно считать, что 
\\Тп\\ — 1М1 =  1 (п =  1, 2 , . . . )  и для для некоторой меры щ  Е ТА
М  П й Д  > е > 0 (п =  1,2 , . . . ) .  (7)
Рассмотрим такую последовательность {бдД С БС(<э)/ь, чт0  /^п[СА] =  1 
(п =  1 ,2, . . . ) .  Так как содгтЬ  < +оо и р п —>► /д то, не наруш ая общности, 
можно считать, что О', /4 0 ']  =  1, О' Е БС(<э)/ь- Тогда Б ^  С
^  с  р Х  ( п  =  1 ,2 , . . . )  и по уже доказанному имеем |^| [Б^п П Б ^)  <
< \и\ П  ^ 0 \/У Е ТА, что противоречит (7). Утверждение 2 до­
казано. Остается проверить включение
оо оо 
п—1к—п
Предположим противное. Пусть у Е А Д  Н т  й Д . Тогда имеется такая под-
п
оо
последовательность {/аПк} С ч™ Я £ =  Т1. Из содгтЬ  < оо
/с=1 *
нетрудно получить замкнутость множества Т1, поэтому найдется такая от­
кры тая окрестность О точки д, что О П Т 1 =  0 . Теперь для к =  1 , 2 , . . .  имеем 
|Цпк I (О П й Д  =  0. Но так как ц Пк //, то |//П)к | (О П ЙД |Д  (О П й Д  =  0, 
что невозможно. Лемма 5 доказана.
Теорема 2. Пусть х  Е С(С£)\Ь, х  =  х  + Ь Е С {0) /Ь ,  О =  ж/ЦжЦ Е 5 с(д)/ь. 
Тогда следующие утверждения эквивалентны:
1) ж € у , ;
2) выполняется следующее условие:
(Н) У Ш  V// ( Д д  с Д м е  х 1 , й± с  Щ ,  йД \  й„ с  тД V«, ^  м) =*
=* (злг : Уп > N  й± С й Д )  .
Доказательство. Ввиду [7, предложение 1] можно считать, что С2 = С2Ь. Не 
наруш ая общности, можно также считать, что х  Е Род. Докажем 1) =Д> 2). 
Пусть
{/лп} С Щ ц Е Хг1, й± С ТД, йД \5д С ТД Уп, цп ->• //. (8)
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Положим (7П =  уп +  Ь  Уп, где
Г 1, 9 6 5 +  и ( 5 - \ 5 ^ , ) ,
Уп(д) = { - 1 ,  ? б 5 - и ( 5 + \ 5 (1в) ,  (9)
I Д<?), д е  <2 \  (йд и ^ п) .
Ясно, что Е 8 С(Я)/Ь, й Д  С Р Д , уп Е Р с„0 \/п. Покажем, что С п ->• О
в С { 0 ) /Ь .  Д ля этого, так как сосИтЬ < +оо, достаточно установить, что
/ д У п ^  -  ^ ^  ^ Действительно, учитывая (8), (9), получаем
</  (уп -х ) (1 и  =  /  (уп -ж )с!п +  /  (уп -ж )с!п +  /  (уп -х ) (1 и
^  «/ 5+П5Дп ^ П 5 + п « /^ \5Дп
< 2 [И  (5+  п 5 - )  +  И  ( 5 ;  п 5 + )  +  и  \  а д ] ,
а в силу леммы 5, \и\ (й ^  П ) ->• 0 и 5^ С П т 5 м„, откуда следует [4]
Н О а д а д ^ о .  Таким образом, Оп ч  С и по лемме 5 С Д- Уп > N ,. 
С другой стороны, по лемме 4, найдется такая последовательность х п Е 
(п =  1, 2 , . . . ) ,  что ||ж„ -  «сЦ с^с) ->■ 0. Ввиду х п |Р Сп =  а Сп Уп получаем
р Д  с У  Уп > N .  (10)
Далее, для меры Л =  —ц  и У у Е Рвп^ (п =  1, 2 , . . . )  имеем 5 ^  =  й Д  А Е ХА,
^[С п] =  /  ус1Х = а (1пёХ + у ё Х  =
'Я  - Ц п -/5а\5м»
=  У п < 1 Х =  а ^ п с 1 Х +  а х  с?Л,
•>Я
откуда
[  уёХ  = |Л| (5а \ 5 /1„) .
Теперь по лемме 1 получаем \  й Д  С Уп или й'Д1 \  й Д  С Уп, что 
вместе с (8 ), (10) дает С Б^п Уп > ТУ. Импликация 1) => 2) доказана.
Перейдем к импликации 2) => 1). Д ля сосИтЬ =  1 она справедлива, так 
как в этом случае для любого х  Е С(С}) \  Т, очевидно, выполняется усло­
вие (Ь) и х  Е Мр =  С {О) (см., например, [8 , теорема 8]). Предположим, 
что импликация 2) => 1) справедлива при сосИтЬ < т  — 1 (т  > 2) и до­
кажем ее для сосИтЬ =  т. Д ля этого достаточно проверить условие (II) из 
леммы 4. Предположим противное. Пусть существует такая последователь­
ность {бтп} С 5,С(д)/ь, чт0  Сл ~^ Сд но для любой последовательности { х п} с 
х п Е Рсп6 (п =  1, 2 , . . . )  имеем
|жп -  « с ||с(р,с) > £ > 0 (п =  1, 2 , . . . )• (И)
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Рассмотрим меры ц п Е йДт, разделяющие и V , т. е. Б^п С \/п. Ввиду 
леммы 5 можно считать РСп С Рс Уп, а так как сосИтЬ < +оо, то, не 
наруш ая общности, можно также считать, что
Ип -)• ц, ц € Бь±, й± С ХД, й^п С Уп. (12)
Покажем, что Рс \  Бц ф 0 . Действительно, в противном случае, используя 
(12), получаем й± =  ХД, й Д  \  й^ =  0  С ХД для всех п  и по условию 
(Ь) Б ^  =  =  Ла Уп > Ж, откуда для любой последовательности { х п} с
х п Е А -А  (п =  1, 2 , . . . )  имеем х п =  а с Уп > А/", что противоречит (11).
Значит, Ла \  Бц ф 0 .
Рассмотрим бикомпакт (3 =  \  Б^ =  (3 \  пространство С((3) и под­
пространство Ь  С С((3) с аннулятором ТА = {п = п (^ : V Е ТА}- Так как (3
открыто-замкнуто в =  (3, то =  Б ^ \ Б ц  и из теоремы А следует, что Ь -  
подпространство существования в С (О). Пусть -  такое подпространство 
в ТА, что ТА =  Ь ^  ф  N |^  и { щ , . . .  щ} -  базис в N |^ .  Положим
й й
=  где У =  ^2осгЩ, щ = щ С (г =  1 , . . . ,в ) .
г=1 г=1
Ясно, что { щ , . . . ,  п3} -  базис в ТА, отображение р -  изоморфизм пространств 
А ^  и ТА и, следовательно,
сосИтЬ =  сосИтЬ — г[р\ < т  — 1. (13)
В дальнейшем мы будем всегда для меры ?  Е ТА полагать ^ =  р ~ 1(у) Е А ^ . 
Очевидно, что и (^ = и. Положим
С ((3) : [ х с 1 п  = п [ 0 ] — [  а с дп Уп Е А
J s ll.
<7= е
,(д
и покажем, что
< 5 е й с(ф/£, Р б0 =  {ж =  ж |д  : ж е Р с 0}, хД  =  х Д \ й „ .  (14)
По лемме 2 (см. также ее доказательство) найдется такая мера у  Е АГ^, что 
й„ \  й^ =  йр ф 0 ,  й± \  йм =  й~ С ХД и гЩ] =  / Рв а а <*/, откуда
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Значит, с£(0, С?) > 1. С другой стороны, для ж Е Рад имеем х  =  х  ^  Е С , т.е. 
^(#5 &) < 1. Следовательно, Ё  Е 5 с(д)/ь и {ж =  ж ^  :ж Е  РсД} С Р«5$. Далее,
для всех ж Е Р&0 положим: ж(д) =  скДд) Уд Е и ж(д) =  ж(д) Уд Е (5- Ясно, 
что ж Е С((2) и ||ж|| =  1. По лемме 2 для п Е Рд имеем
x d u  = х  du = I a Gdu = u[G\.
J q  J s p J f g
Если и E t o
/ x d u  = l x d u  + / a Gdu = u[G]
J q  J q  J s m
(используется определение G ). Значит, ж E G и ж E PG6. Таким образом, 
P&Q = {x = x  Q : x  E PG0}, откуда непосредственно получаем Fg =  P<  ^ \  S^. 
Соотношения (14) доказаны полностью.
Покажем, что G удовлетворяет условию (h). Пусть {ип} С РА, и Е Р А  
S - С Р ~ , S~ \  Sj; С Р ^  Vn, ип ^  V- Тогда для соответствующих мер 
К }  с  ivy , I/ 6 Л Ч  имеем
S t \ S ^ C  Fq , \  (5„ U 5Ц С Vn, v. (15)
Используя (15) и то, что G удовлетворяет условию (h), найдем число S > 0, 
для которого с  s b  где А =  р +  8и. Из э т о г о  включения получаем
^  =  ^ и ( 5 ± \ ^ ) .  (16)
Положим An =  р +  8ип Vп. Тогда из (15), (16) следует, что S ^  С FGl 
Sxn \  S \  = s f n \  (Sjy и Sfj) С Fg Vn, An ->► А, откуда, так как G удо­
влетворяет условию (h), получаем С Vn > N .  Таким образом,
Vn > N  имеем S~ = S± \  =  S± \  ^  С $ £  \  ^  \  ^  =  S± , т.е.
G удовлетворяет условию (h). В силу (13) и предположения индукции по­
лучаем, что метрическая проекция Р^ является р-непрерывной в точках из
G. Положим Gn =  {ж Е C(Q) : J ^ x d u  =  u[Gn\ — f s x n du Mu E P -1}, где
x n E PGn0 (n =  1, 2 , . .  Д  Так как Gn G в C (Q ) /L  (используется: Gn —>► G, 
(6 ), S^ С Fg и cod im L  < +oo), то по критерию р-непрерывности метриче­
ской проекции [7, теорема 1] найдется такая последовательность {рп}, что 
Уп  Е Р~ 0 Уп и d(yn ,P G0) —)► 0. Отсюда, в силу (14), получаемGn
|| Уп ~  11 G(Fq \S ij,)
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Положим для п  =  1 , 2 , . . .  yn (q) =  x n (q) Vq £ Sp и yn (g) =  yn (q) Mq £ Q. 
Ясно, что =  n[Gn] Vi / GL^ - Ui V^  (n =  l , 2 , . . . ) ,  т. e. yn E Gn Vn.
С другой стороны, для v £ L 1-
v[Gn\ =  v[Gn\ -  x n du = j x n du -  j x n dv  =
«/Q «/S7
Следовательно, ||yn || =  d ( d ,  G ^ j  < 1 и yn £ V  П Gn = PGn0 Vn. Значит,
yn \S^n =  а ^ п Vn, а так как Spn С ТД Vn (cm. (12)), то из (17) получаем 
S^n \  Sfj, С Fq Vn > N .  Из (12) и из того, что G удовлетворяет условию (h) 
теперь имеем S ^  С S^n Vn > АД. Вместе с (17) это дает \\уп — a G\\c(fg ) О, 
что противоречит (11). Таким образом, 2) => 1) и теорема 2 доказана.
Т е о р е м а  3. Пусть х  £ C (Q ) \  L , x  = х  + L  £ C ( Q ) /L , G =  ж/||ж|| £ S G^ Q)/L. 
Рассмотрим следующие утверждения:
1) х  £ Я н ]
2) х  £ Я ]
3) G удовлетворяет условию (h) и множество  \*SAi2 конечно (пустое 
множество считается конечным по определению) для любых мер щ ,  р2 £ L 1- \  {в 
разделяющих G и V  (т. е. таких ; что S С FG , г =  1,2);
4) G удовлетворяет условию (h) и множество QXSp конечно для любой 
меры у  £ L 1- \  {в р а з д е л я ю щ е й  G и V  (S ^  С FG ).
Тогда 1) 3) и 2) <<=> 4).
Д о к а з а т е л ь с т в о . Импликация 1) => 3) непосредственно следует из включе­
ния Я н С Яр, теоремы 2  и предложения 3, доказанного в [7].
3) => 1). В силу леммы 5, доказанной в [7], существует такая мера Д £ S L± 
с С Fq , что для любой меры у  £ L 1- из S ^  С Fq следует С S ^ .  
Покажем, что S^  =  Т1^ .  Действительно, в противном случае FG \  Sp ф 0  и 
по лемме 2 найдется такая мера n £ ТД, что S u \  S-jj Д 0  и \  S-jj С F q .  
Теперь с помощью условия (h) найдем такое число S > 0, что S^  С S ^  С Fq , 
где у  =  Д +  (5п . Причем \  йд =  S), \  йд Д 0 . Получили противоречие с опре­
делением меры Д. Таким образом, 5д =  Fq и ,  следовательно, множество 
Fg \  Sp конечно для любой меры у  £ ТД \  {в}  с S ^  С F q .  Д ля доказательства 
включения х  £ Я н достаточно проверить условие (I) леммы 4. Предполо­
жим противное: пусть существуют такие последовательности {G n} С 5 Д д)/ь, 
х п £ РСпв (п =  1, 2 , . . . ) ,  что Gn -> G, но
\\хп -  <Xg \\c{Fq) > £ > 0 (n =  1, 2 , . . . ) .  (18)
x ndu < \v\(Q) =  \\v\
Jo
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С другой стороны, в силу теоремы 2 х  Е Мр и по лемме 4 найдется такая 
последовательность {уп}, что уп Е РОп0 (п = 1, 2 , . . . )  и ||уп -  ауДсддд 0. 
Отсюда, используя утверждение 1 леммы 5, получаем С Vп > N .
Так же, как при доказательстве импликации 2) => 1) в теореме 2, мож­
но рассмотреть такую последовательность мер {/ап} С что ц п —>► д,
с  с  Щ  с  Р ±  Уп > IV. В силу условия (Ь) можно счи­
тать, что С й Д  С С -Ре О  =  1,2, . . . ) -  Вместе с (18) это да­
ет \\хп — > £ > 0 (п =  1, 2 , . . . ) ,  что невозможно, так как
по уже доказанному множество Рс \  Б^ =  \  Бр конечно и, в силу (6),
/р с \з  Iх п ~  а в | <1Щ 0. Импликация 3) => 1) доказана.
2) => 4). Ввиду известного равенства М  =  М н П /С и уже доказанной 
импликации 1) => 3) достаточно показать, что множество С2\Бр конечно для 
любой ненулевой меры у  Е Ь 1- с Б ^  С Д< .^ Действительно, Л. П. Власов [5, 
теорема 2] доказал, что включение х  Е /С равносильно конечности множества 
(2 \  Д<-, а из утверждения 3, как было показано выше, следует конечность 
множества Рс \  Бр для любой меры у  Е Ь 1- \  {в}  с Б ^  С Д< .^ Импликация
2) => 4) доказана.
4) => 2). По уже доказанному 4) => 3) => 1). Далее, используя равенство 
М  =  М н П /С и упоминавшийся только что критерий множества /С, получаем 
х  Е М .  Теорема 3 доказана.
Следствие 1. Д л я  Р-компактного подпространства Ь  С С((^) конечной 
коразмерности все множества точек непрерывности метрической проек­
ции Рь , рассматриваемые в теореме 1, совпадают.
Доказательство непосредственно следует из теорем 1, 2, 3 и критерия Р- 
компактного подпространства Ь  С С(С^) (1 < содгтЬ  < +оо) [9, теорема 1].
Следствие 2. Пусть Ь, х,  С -  такие же, как в теореме 3, и О удовлетво­
ряет условию (Н) (т. е. х  Е Мр). Тогда существует такая мера у  Е Д \  что 
Б^  =  Д< .^ Если  С -  точка гладкости единичной сферы Бс ^) /ь ,  то х  £ М н и 
гЩ  =  1.
Доказательство. Существование меры /7 6 Ь 1- с й'  ^ =  Р^ было установлено 
при доказательстве импликации 3) => 1) теоремы 3. Пусть С -  точка гладко­
сти сферы БС(<э)/ь- Тогда, очевидно, выполнено условие 3 теоремы 3. Значит, 
х  Е Мн- Покажем, что г [у] =  1. Предположим противное. Пусть существует 
такая мера V Е что Б„ С Бр =  Дс , и меры щ у  линейно независимы. 
В силу условия (Ь) при достаточно малом д > 0 имеем Б ^  =  =  Д< ,^ где
А =  Д +  Это противоречит тому, что С -  точка гладкости сферы БС(<э)/ь- 
Следствие 2 доказано.
А. В. Макаров, Е. В. Ошман. Характеристика точек непрерывности
С л е д с т в и е  3. Пусть ц  Е L 1- и r[y\ =  1. Тогда существует такое G из 
Sc(Q) /L ,  что Fß = и X € М н Ух € s p G  С С((Э).
Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим G = xq  + L ,  где xq  Е Н и  жо |£Д =  ф и -  Ясно, что 
С Е S C{Q)/b4 Fq — и G удовлетворяет условию 3 теоремы 3, т. е. х  Е Л/*# 
Ух £ sp G  С C(Q). Следствие 3 доказано.
Д ля метризуемого бикомпакта Q характеристика точек непрерывности 
метрической проекции Рl  чебышевского подпространства L  С C(Q) (2 < 
< cod im L  < оо) была (в несколько другой форме) получена Е.В.  Ошманом 
в [10, теорема 2]. Там же было показано, что M \ L  Д 0  и был указан простой 
способ построения точек х  Е N  \  L. Характеристики множеств Л/*, Л/*я , J\fp, 
полученные в теоремах 2 , 3, позволяют детально изучить их дескриптивные, 
плотностные и категорные свойства.
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